Capitulo 5

Identidades Termodinamicas

5.1 Consisténcia das equacoes de estado

Diferencial exato

Vimos que as equacoes de estado sao equagoes deduzidas das relagoes fun-
damentais por meio de diferenciacao dos potenciais termodinamicos. Por
essa razao, existe entre elas uma inter-relacao que passamos a revelar. Con-
sidere as equacoes de estado

1 P

— = s1(u,v) e

T = so(u,v) (5.1)

na representagao da entropia. Como 1/7 = ds/0u e p/T = 0s/dv, entdo

v s1(u,v) e — = s9(u,v). (5.2)

Tendo em vista que §%s/0vou = 0?s/Oudv, concluimos que

0 0
%Sl(u,v) = 8—u52(u,v), (5.3)

ou seja, as fungoes s1(u, v) e so(u, v) e, portanto, as equagoes de estado (5.1)

nao podem ser arbitrarias. Elas devem obedecer a relacao de consisténcia
dada pela equagao (5.3). Essa condigao é equivalente a dizer que

1 p
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é um diferencial exato.
Como exemplo, vamos imaginar que um dado sistema obedeca as equa-
¢oes de estado,

p=Tw(v) - q(v) (5.5)

u=cT —r(v), (5.6)

em que w(v), g(v) e r(v) sdo fungdes de v, somente, e ¢ é uma constante.
A partir da equagao (5.6), temos

% = %7‘(1}) = 51(u,v). (5.7)

A partir da equagao (5.5) e usando a equagao (5.7), obtemos

p Cc
7 = 00) —a() s = s 0) (5.8)

Usando agora a equacao de consisténcia (5.3), chegamos ao resultado

q(v) = —r'(v), (5.9)

que diz que as fungoes g(v) e r(v) ndo podem ser arbitrarias. Para um gas
de van der Waals, w = R/(v — b) e r = a/v, de modo que devemos ter

q=a/v’

Relagoes de Maxwell

Considere os potenciais U, I', H e G e seus diferenciais

dU = TdS — pdV, (5.10)
dF = —SdT — pdV, (5.11)
dH = TdS + Vdp, (5.12)
dG = —SdT + Vdp. (5.13)

Sendo todos os diferenciais exatos entao

R R
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oS op

(o), = (7). (>:15)
oT oV

@@ e

6,6, e

que constituem as relacoes de Maxwell.

As relagoes de Maxwell sao uteis, por exemplo, quando se deseja obter
informacoes sobre a entropia a partir da equacao de estado p(T, V). A se-
gunda relacao de Maxwell acima diz que a variagao isotérmica da entropia
com o volume é igual ao incremento isocérico da pressao com a temper-
atura. Essas relacoes também sao tteis para se obter outras identidades
termodinamicas.

5.2 Identidades

Identidades envolvendo derivadas

Na manipulacao de derivadas termodinamicas é indispensédvel o uso de de-
terminadas identidades mateméticas, que passamos a demonstrar. Con-
sidere cinco varidveis genéricas X, Y, Z, U, e W, suponha que X (Y, 2)
seja fungdo de Y e Z e que Y (U, W) e Z(U,W) sejam funcoes de U e W.
Entao, pela regra da cadeia,

(o), = (@), @), - (@), (@), o

1) Para o caso em que U =Y, temos

(), -, G G, e

2) Para o caso em que W = Z, temos

@), e
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3) Para W =X e U =Y, temos

(.6, e

h (gi)){ =— E%;i (5.22)
4) ParaU = X e W = Z, temos

@ e

" (gf()Z _ (‘3%)2’ (5.24)

Relacao entre as capacidades térmicas

Como exemplo do uso dessas igualdades, vemos que, a partir de (5.22),

0 (al)p o
(57), =~ (823) s (5:29)
PJ)T

Outro exemplo pode ser obtido a partir de (5.19). Dessa equagao,
85) <85’> (85) (6V>
— | == +| = — ], (5.26)
(8T » oT )y, ov ), \oT »
ou, pela relacao de Maxwell (5.15),
(95’) (85) <8p> <8V>
| =\z= +| == — | . (5.27)
<6T » or ), or ), \ oT »

Usando as defini¢oes dos coeficientes termodinamicos e o resultado (5.25)
para (Op/0T)y, obtemos

a?
Cp=Co+TV—, (5.28)
KT

que da a relacao entre as capacidades térmicas.
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Essa relacdo, que é uma das mais conhecidas da termodinamica, é ttil
na determinagao de C, para sélidos e liquidos pois nesses casos é muito
dificil fazer medidas de grandezas definidas a volume constante. E mais
conveniente fazer medidas de grandezas definidas a pressao constante, como
é o caso das grandezas C, e a. Como o segundo termo a direita da equacao
(5.28) nunca é negativo, concluimos que a capacidade térmica a pressao
constante é sempre maior ou igual a capacidade térmica a volume constante,
Cp > Cy.

Uma outra relagao particularmente 1til se obtém a partir de (5.22). A

partir dela,
(%) 12 59
s (®),

Usando a relacao (5.20), podemos escrever o numerador e o denominador

nas formas av v\ [aT v\ T
OV _(OV (9L _(9V) 1 (5.30)
(55) = (5r) (5) = (57) &

B0, o

de modo que

oV (57),Co oV G,
P ) s (%)V c, p )1 Cp
em que usamos de novo a relacao (5.22). A partir das defini¢oes das com-

pressibilidades, obtemos
Cy
Ks = K ——. 5.33
s T Cp ( )
A raz@o ks/kr entre as compressibilidade é portanto igual a razao C,/C)
entre as capacidades térmicas.

Reducao de derivadas

Um sistema termodinamico pode ser descrito de varias maneiras, de acordo
com a representagao que tenhamos escolhido. Essa variedade de descricoes
nos leva a um grande nimero de resultados equivalentes, os quais podem
ser revelados pelas identidades termodinamicas apresentadas acima. Em
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geral, essas identidades envolvem as derivadas de varidveis termodinamicas.
Para alcancar identidades de uma maneira sistemética, apresentamos um
esquema para reduzir uma determinada derivada em termos de outras pre-
viamente escolhidas. No esquema que apresentamos a seguir, escolhemos as
seguintes grandezas: a capacidade térmica a pressao constante, o coeficiente
de expansao térmica e a compressibilidade isotérmica, dadas por

oS 1 [oV 1 [foV
Cp_T(W)p’ Oé—v (W)p, HT__V <8p>T, (534)

respectivamente.

Notar que as expressoes derivadas anteriormente para as capacidades
térmicas e para as compressibilidades estao dentro desse esquema. De fato,
a partir de (5.28) temos

o2
Cy=C,— TV, (5.35)
KT
que substituido em (5.33) d4
o2
Rg = RT — TVFP (536)

As regras para a redugao de derivadas sao as seguintes.

1) Trazer os potenciais termodinamicos U, F', H e G para o numerador,
usando as identidades (5.22) ou (5.24) e, em seguida, elimind-los, usando
as identidades (5.10), (5.11), (5.12) e (5.13).

2) Trazer a entropia para o numerador, usando as identidades (5.22)
ou (5.24) e, em seguida elimind-la, usando as relagoes de Maxwell (5.15) e
(5.17) ou através das definigoes das capacidades térmicas C), ou C,. Caso
essas duas alternativas nao sejam apropriadas, usar as identidades

(3),= @), (), -7 (5), oo

(5),-(),(0),-9(5), o

3) As derivadas restantes sao do tipo (0X/9Y )z em que X, Y e Z sao,
ouV, ou p, ou T. Portanto elas podem ser eliminada trazendo o volume
para o numerador e usando a definicao de a e k7.
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5.3 Aplicagoes

Compressao

Vamos examinar dois tipos de compressao: a isotérmica e a adiabdtica.
Numa compressao isotérmica estamos interessados em determinar o calor
cedido Q = —TAS quando a pressao aumenta de uma quantidade Ap. A

grandeza apropriada é, pois,
oS
=T () . (5.39)
op)p
Usando as regras acima,
oS ov
“T|—=—| =T| =) =TVa. 5.40
< ap > T ( 8T ) P “ ( )

Numa compressao adiabatica estamos interessados em determinar a
variacao da temperatura AT quando a pressdo aumenta de uma quanti-
dade Ap. A grandeza apropriada é, pois,

oT
() | (5.41)
op ) g
Usando as regras acima,

a8
(aT) o (%), TG0, TVa 5.02)
o)s  (57), Cp Cp

Expansao livre

Numa expansao livre a energia interna é constante e o volume do sistema
aumenta. Se desejarmos determinar se hd uma variagdo AT da temperatura
com a variagdo do volume AV, é apropriado calcular a razao (AT/AV)
mantendo a energia constante, ou seja, calcular

(gg)d (5.43)

Usando o esquema de reducao de varidveis, partimos da identidade (5.22)

para obter
(6T> = — (%)T. (5.44)
ov U (%)V
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Em seguida, usamos a regra da cadeia e a identidade (5.10) para obter
ou oS
it =T (== — A4
(ov), =7 (), 7 (549
oUu oS
— | =T(=—=] . A4
(o). =7 (@), 65

Para eliminar a entropia, usamos a relacdo de Maxwell (5.15) na primeira
e a definicao de C, na segunda equagao, obtendo

oU op
=7 (= — 4
(ov), =7 (o), 47
oUu
() -c. 59
Finalmente, usamos a identidade (5.22) na primeira para obter
ou o
— | =T— —p. A4
( aV)T <y (5.49)
Assim,
or 1 o
C) = —p-1Y. .
(57) -~ a1 (5.50)

E importante notar que, para um gés ideal, a = 1/T e kp = 1/p, que
acarretam (QU/OV)r =0 e (0T/0V)y = 0. Desses resultados, concluimos
que a energia interna de um gas ideal nao depende do volume, mas apenas
da temperatura ou, equivalentemente, que nao ha variagao de temperatura
na expansao livre de um gés ideal.

Processo de Joule-Thomson

Num processo de Joule-Thomson, um gés é forcado a passar por uma parede
porosa de tal forma que a entalpia do gds se mantém inalterada. A diferenca
de pressao dos dois lados da parede é Ap. Deseja-se saber qual a variagao
da temperatura AT. Para pequenas variagoes da pressao, a variagao da
temperatura é AT = pyrAp em que pyr é o coeficiente de Joule-Thomson

T = (‘?;)H. (5.51)
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A partir da identidade (5.22),

or (%)
() = L (5.52)
) n (W)p
Utilizando a regra da cadeia e a identidade (5.12), obtemos
(‘9H> 7 (85> 4V (5.53)
op ) p op ) r

(o) (%) -

Usando relagao de Maxwell (5.17) na primeira equacao e a definicao de C,
na segunda, entao

oOH 191%
¢ OH
P
Logo
oT Vv
— = —(Ta—-1). 5.57
< Jp > H Cp( ) ( )

Para um gés ideal a = 1/T", de modo que (0H/0p)r = 0e (0T /0p)n =
0. Desses resultados concluimos que a entalpia de um gas ideal nao depende
da pressao, mas apenas da temperatura ou, equivalentemente, que nao ha
variacao da temperatura de um gas ideal submetido a um processo de Joule-
Thompson.

5.4 Propriedades dos gases

Expansao virial

Para densidades suficientemente baixas, os gases possuem o comportamento
ideal pV = NRT que escrevemos como

p=RTp, (5.58)



84 5 Identidades Termodinamicas
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Figura 5.1: Isotermas do hidrogénio obtidas experimentalmente por Michels
et al. (1959) para vérias temperaturas entre —175 °C e 150 °C. (a) Pressao p
versus nimero de moles por unidade de volume p. (b) Fator de compressibilidade
7Z = pv/RT versus p.

em que p = N/V é o nimero de moles por unidade de volume. O gréfico
apresentado na figura 5.1a mostra a pressao do hidrogénio como fungao
da densidade para varias temperaturas. Para baixas densidades vé-se que
de fato p é proporcional a p e portanto o hidrogénio se comporta nesse
regime como gas ideal. Entretanto, desvios desse comportamento podem
ser observados na mesma figura, caso a densidade nao seja suficientemente
pequena.

Para examinar os desvios do comportamento ideal é conveniente colocar
num grafico o fator de compressibilidade Z = p/RTp = pv/RT como
funcdo de p, em que v = V/N = 1/p é o volume molar. A figura 5.1b
mostra tal grafico para o hidrogénio. Vé-se que Z se desvia do valor Z =1,
valido para um gas ideal. Podemos representar o comportamento do fator
de compressibilidade Z pela expressao

pv — —2

— =1+1B B ey 5.59

T = LT Bp+ Bap” + (5.59)
denominada expansao virial. Os coeficientes viriais By, Bs, ..., dependem

apenas da temperatura.

A equacao (5.59) pode descrever o comportamento geral dos gases,
desde que a expansao contenha um nidmero suficiente de termos. Alternati-
vamente, é possivel descrever o comportamento geral por meio de equagoes
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de estado aproximadas tais como a equacao de van der Waals

(p+ ;—2)(1) —b) = RT, (5.60)
a equacao de Dieterici
p(v —b) = RTe™ /1Y, (5.61)
e a equacao de Berthelot
a
——)(v—0b) = RT. .62
(h+ )0 —b) =R (5.62)

Essas equagoes de estado, diferentemente da expansao virial, sdo capazes
de descrever a fase liquida, além da fase gasosa, e a transicao de fase entre
elas.

Medida da compressibilidade

Uma experiéncia para a medida da compressibilidade dos gases é feita da
seguinte maneira. Consideramos um recipiente de paredes adiabéticas, em
forma de garrafa, que encerra o gas cuja compressibilidade desejamos medir.
No gargalo da garrafa, que possui forma cilindrica, h4 um pequeno objeto
de massa m que pode se mover sem atrito. O peso do objeto é tal que
ele se encontra na posicao de equilibrio quando o volume do gas é V) e a
pressao do gas é pg. O objeto é entdo deslocado de sua posigao de equilibrio
e passa a oscilar com uma determinada frequéncia angular w. A equagao
de movimento do objeto é dada por
d’x

mog = (p — po)A, (5.63)

em que A é a drea da secao reta do gargalo da garrafa. A pressdao no ponto
de equilibrio pg é igual a pressao devido ao peso do objeto somada a pressao
do ar atmosférico patm, iSto €, pg = Patm + Mmg/A, em que g é a aceleragao
da gravidade. Estamos supondo que o ponto de equilibrio ocorra em xz = 0,
de modo que o volume depende de x como V =V + Ax.

Supondo que as oscilacoes sejam adiabaticas, a pressao e o volume estao
ligados por uma adiabatica, de modo que, para pequenas oscilagoes, isto é,
para pequenas variacoes de volume,

P~ Po Op 1
_ (o) _ _ 64
V-V <8V>S Voks (5.64)
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e portanto
d’x
em que a constante k é dada por
AQ
k= . 5.66
T (5.66)

Mas a frequéncia angular w de oscilacao esta ligada a constante k por
w = y/k/m, da qual obtemos

A2
rsVom '

w= (5.67)
Portanto, medindo a frequéncia angular w, conhecendo as dimensées da
garrafa, isto é, o volume Vj e a drea A, e a massa m do objeto, podemos
determinar a compressibilidade adiabatica.

Se conhecermos a compressibilidade isotérmica k7 de forma indepen-
dente, entao essa experiéncia permite determinar a razao entre as capaci-
dades térmicas v = C,/C,, pois, de acordo com (5.33), ks = k7 /7. Por
exemplo, se o gés puder ser considerado ideal kK = 1/po.

A velocidade do som wvgo, num gés estd relacionada com a compres-
sibilidade do gés de acordo com

i
Vsom = 4| — = 4 | ——, (5.68)
Pk pRT

em que p ¢é a densidade do gés, relacionada com p por p = Mp e M é massa
molar do gas. A segunda igualdade é obtida por meio da relacao ks =
kT /7. Se conhecermos a compressibilidade adiabética, ou se conhecermos
a compressibilidade isotérmica e -y, podemos determinar a velocidade do
som. Se o gas puder ser considerado ideal, entdao pkr = Mp/p = M/RT e

portanto
RT
Vsom = 4 /LM , (5.69)

Considerando o ar atmosférico como um gas ideal, podemos usar a
férmula (5.69) para obter a velocidade do som. Para condi¢bes normais de
pressao e temperatura, isto €, pressao de 1 atm e temperatura de 0 °C, os
valores experimentais sdo p = 1,293 kg/m? e v = 1,403. Com esses dados
encontramos Usom = 331,6 m/s. Para comparagdo, o valor da velocidade
do som no ar atmosférico medida de forma direta é vgoy = 331,5 m/s.
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Figura 5.2: (a) Curva de inversao para um fluido de van der Waals de acordo
com a equagao (5.72). (b) Curva de inversdo para o nitrogénio de acordo com
Roebuck e Osterberg (1935). Em ambos os graficos, a curva grossa representa a
linha de coexisténcia liquido-vapor e o circulo cheio, o ponto critico.

Curva de inversao

Uma forma de obtencao de baixas temperaturas é através do processo de
Joule-Thomson. Para que o gis que atravessa a parede tenha sua tem-
peratura diminuida, é necessario que o coeficiente de Joule-Thomson T
seja positivo pois a pressao do gas necessariamente decresce. Para um de-
terminado gds, podemos demarcar no diagrama p-T a regiao para a qual
pyT > 0, que é a regiao 1util para o resfriamento através do processo de
Joule-Thomson. Essa regiao é delimitada pela curva pjr = 0, denominada
curva de inversao.

Vamos determinar essa curva para um fluido que obedece a equacao de
van der Waals (5.60). De acordo com o resultado (5.57), a curva de inversao
é dada por T' = 1/«, ou seja, por

7= (gf)p. (5.70)

Determinando-se a derivada 0T/0v a partir da equagao (5.60) e substi-
tuindo na equacao da curva de inversao, chega-se ao resultado

RTH _ ( - b>2. (5.71)

2a )
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Resolvendo para v e substituindo em (5.60), obtemos a curva de inversao
no diagrama p-T, que é dada por

b () () om

A figura 5.2 mostra a curva de inversao, de acordo com essa equacao, bem
como a curva de inversao do nitrogénio, obtida experimentalmente. Veé-
se que a curva de inversao atinge a linha de coexisténcia liquido-vapor.
Veremos mais adiante que a equacao de van der Waals prevé de fato uma
linha de coexisténcia liquido vapor e um ponto critico, mostrados na figura
5.2a. A temperatura critica T, e pressao critica p. estao relacionados aos
parametros a e b por T, = 8a/27bR e p. = a/27b>.

Capacidade térmica molar

A capacidade térmica molar dos gases ideais, isto é, daqueles que obedecem
a equacao de estado pv = RT, depende apenas da temperatura. De fato,
a partir da equagao (5.47) vemos que para um gas ideal (Qu/0v)r = 0 e,
portanto, a energia interna molar u é independente de v. Como a entalpia
molar h = u+pv = u+ RT, entao h também ¢é independente de v. Portanto,
as capacidades térmicas molares isocérica ¢, = (0u/9T), e isobérica ¢, =
(Oh/OT),, dependem apenas de 7. Além disso, tendo em vista que h =
u+RT entao ¢, = c,+R. A figura 5.3a mostra ¢, do hidrogénio como fungao
da temperatura, para varias pressoes. Podemos notar que, para baixas
pressoes e temperatura nao muito baixas, ¢, ¢ independente da pressao, ou
seja, ¢, depende apenas da temperatura.

A figura 5.3b mostra ¢, de diversos gases que possuem comportamento
préximo do comportamento ideal. Admitimos para esses gases que ¢, seja
a soma de trés parcelas

Cy = Ctrans + Crot + Cvib (573)

correspondentes aos movimentos de translagdo, rotacao e vibragao das
moléculas. De acordo com a equiparticao da energia, cuans = (3/2)R.
A parte rotacional vale cot = R para gases diatomicos e ¢or = (3/2)R
para gases poliatomicos. Portanto, para gases monoatémicos que possuem
apenas graus de liberdade translacionais, ¢, = (3/2)R e ¢, = (5/2)R como
se vé na figura 5.3b para o argbnio.
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Figura 5.3: Capacidade térmica isobdrica molar como funcao da temperatura
(a) do hidrogénio para as pressoes indicadas em atmosferas e (b) de diversos gases
a pressao de 1 atm. Fonte: TT.

Para os gases diatomicos, ¢, = (5/2)R e ¢, = (7/2)R como se vé na
figura 5.3b para nitrogénio e aproximadamente para o monédxido de car-
bono. O hidrogénio possui o mesmo comportamento, desde que a tempe-
ratura nao seja baixa. Nesse regime, o hidrogénio se comporta como se
fosse monoatomico. O comportamento de cy;p com a temperatura é mais
complicado e serd objeto de estudo no préximo capitulo.

Exercicios

1. Mostre que

ou\ Op
(&))T—T(aﬂv P

Use essa identidade para mostrar que, para um fluido que segue as equacoes
de estado do tipo

p(T,v) =Tw(v) — q(v) e u(T,v) =l —r(v).

em que w(v), ¢(v) e r(v) dependem somente de v, as fungoes g(v) e r(v)
estao relacionadas por

() = —q(v).
Determine r(v) para o gas de van der Waals para o qual w = R/(v —b) e
q(v) = a/v?,
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2. Reduzir as seguintes derivadas a expressoes que contenham o, Kt e C),.

(5, 5), ), (50, (), (3.

3. Demonstre as seguintes expressoes para capacidade térmica Cyy =
T(0S/0T)yn = (0U/OT)y N a volume constante (e nimero de moles cons-
tante)

2
(ON/OT)i;,
(ON/Op)vr’
em que Cy, = T(05/0T)y, é a capacidade térmica a volume constante
mas potencial quimico constante, e

= <(;(1{>Vu - <ZZ> VT m’

Cyy=Cy,—=T

Essas expressoes permitem obter Cyy a partir de .S, U e N como fungoes
deT,V e pu.

4. Mostre que a energia interna dos gases que obedecem as equacoes de
van der Waals, de Dieterici e de Berthelot depende do volume, além da
temperatura. Mostre que isso também é valido para a expansao virial,
desde que os coeficientes viriais nao sejam independentes da temperatura.
5. Determine o segundo coeficiente virial By correspondente a equagao de
estado de van der Waals, de Dieterici e de Berthelot.
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