Capitulo 6

Gas de elétrons livres

6.1 Estados eletronicos

Metais

Os metais possuem propriedades singulares quando comparados com outros
tipos de sdlidos. Possuem ductibilidade, maleabilidade e apresentam o car-
acteristico brilho metalico. Entretanto, o que nos interessa particularmente
é que eles sao excelentes condutores de eletricidade e calor. A conducéao
elétrica em metais se deve aos elétrons de conducao, os quais também sao re-
sponsaveis por grande parte da condugao térmica. Se imaginarmos dtomos
sendo agrupados para a formar um sélido metélico, vemos que os elétrons
de valéncia se desligam dos dtomos e adquirem a mobilidade para percorrer
todo o sélido e por isso sao denominados elétrons de condugao. Surpreen-
dentemente, a grande maioria dos sélidos simples, compostos por um tinico
tipo de atomo, apresentem carater metdlico. Alguns sélidos metalicos sim-
ples contribuem com um elétron de conducao por atomo, como acontece
com os alcalinos (Li, Na, Rb, Cs), o cobre, a prata e o ouro. Outros con-
tribuem com dois, como os alcalinos-terrosos (Be, Mg, Ca, Sr, Ba), o ferro,
0 manganés, o zinco, o cadmio e o mercurio no estado sélido. O aluminio e
o galio contribuem com trés, o estanho e o chumbo com quatro e o bismuto
e estanho com cinco.

Um sélido metéalico pode ser visto como constituido por fons positivos
localizados nos sitios de uma estrutura espacial e por elétrons de conducao
nao localizados. Os fons nao se encontram em repouso absoluto mas vibram
em torno de suas posigoes de equilibrio. A quantizacao dos modos normais
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100 6 Gas de elétrons livres

de vibragdo dos atomos dao origem aos fonons. Dessa forma podemos
imaginar um sélido metélico como um sistema formado por fonons e elétrons
de condugao. Quatro tipos de interagoes devem ser considerados: (a) entre
elétrons e fonons, (b) entre fonons e fonons, (c) entre elétrons e elétrons, e
(d) entre elétrons e os fons estéticos.

Um modelo simples para um sélido metalico consiste em desprezar a
interagao entre elétrons e fonons. De acordo com esse modelo, o sdlido
metalico se torna equivalente a dois sistemas fracamente interagentes, um
deles constituido apenas por fonons e outro apenas por elétrons. Dessa
forma, a capacidade térmica, por exemplo, se torna a soma da capacidade
térmica dos fonons, ou da rede cristalina, e a dos elétrons. A termodinamica
dos fonons ja foi objeto de estudo em capitulo anterior. Aqui vamos con-
siderar apenas a termodinamica dos elétrons de conducao e em particular
determinar sua capacidade térmica.

A parte eletronica é tratada considerando a como um gés de elétrons nao
interagentes, isto é, desprezando as colisoes entre elétrons. Isso se justifica
pois as colisoes entre elétrons num metal ocorrem com pouca frequéncia
embora a distancia entre eles seja da mesma ordem de grandeza da distancia
interatomica. Essa incrivel propriedade pode ser explicada basicamente a
partir do principio de exclusao de Pauli. Apds a colisdo os elétrons devem
ocupar orbitais que, pelo principio de exclusao, nao estejam ocupados. Essa
restricao em conjunto com a conservacao de energia reduzem drasticamente
as possibilidades da ocorréncia de orbitais nao ocupados que permitam a
colisao.

Densidade de orbitais

O modelo que adotamos para o estudo da parte eletronica consiste de uma
colecao de elétrons nao interagentes mas sujeitos a um potencial devido aos
fons, considerados iméveis em suas posicoes de equilibrio. Tendo em vista a
auséncia de interagao, os orbitais, isto é, os possiveis estados eletronicos, sao
determinados considerando apenas um elétron sujeito ao potencial devido
aos fons. Num metal cristalino esse potencial é periddico e os estados
eletronicos correspondem a ondas planas moduladas por fungoes periddicas
e descritas pelo vetor de onda k. Inicialmente estudamos um modelo em
que o potencial devido aos fons é constante. Dessa forma a tinica energia a
ser considerada é a energia cinética dos elétrons livres.
Para determinar os orbitais dos elétrons livres devemos resolver a equagao
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de Schrodinger independente do tempo relativa a um tnico életron confi-
nado numa determinada regiao que consideramos ser uma regiao ctibica de
lado L e volume V = L3. O elétron possui apenas energia cinética de modo
que equagao de Schrodinger independente do tempo para a fungao de onda

1 do elétron é dada por
h2
— V%) = 6.1
vy =y, (6.1)
em que m é a massa do elétron, i = h/2m sendo h a constante de Planck e

€ é o autovalor da energia do elétron. As autofuncoes sao dadas por

L i(kaztbyy+ks2)
V(z,y, 2) = ——elkarthyythzz 6.2
@vs) = (62
e os autovalores por
h2 k>

Ep = ——, 6.3

que é também chamada relagao de dispersao.
Os possiveis valores do vetor de onda k = (k;, ky, k.) sao determinados
pelas condigoes de contorno que adotamos como sendo peridédicas. Para
satisfazer essas condigoes devemos impor que ¥(x + L,y,2) = ¢(x,y, 2),

Y(x,y + L, 2) = ¥(z,y,2) e Y(x,y,2 + L) = ¢(x,y, 2), que resulta em
efel =1, el =1 kb=, (6.4)

que sao satisfeitas se os componentes cartesianos k forem da forma

2w 2 27
kx = fnl, ky = an, kz = fn3, (65)
com ny,ng,ng = 0,£1,£2 .... Levando em conta ainda o momento angular

intrinseco, ou spin, um orbital eletronico s = (E, «) fica definido pelo vetor
de onda E, que toma os valores acima, e pela varidvel a, que toma dois
valores associados as duas possiveis projecoes do spin do elétron ao longo
de uma determinada diregao.

O ntmero de orbitais N (g) entre zero e € é determinado calculando o
ntimero de vetores de onda k tais que

2

h

e multiplicando o resultado por 2 pois a cada vetor de onda corresponde
dois orbitais. Se associarmos a cada possivel vetor um ponto no espaco
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(kz, ky, k-), entdo o nimero de vetores de onda que satisfazem (6.6) é igual
ao niimero de cubos elementares de volume (27/L)3 = 873/V dentro da

esfera de raio \/2me/h? e portanto

4. (2me 3/2 vV /2m 3/2
e

Desse resultado obtemos a densidade de orbitais D(e) = dN(e)/de, dada

por
vV o/om\*?
D(E) = ﬁ <h2> 51/2. (68)

6.2 Propriedades termodinamicas

Distribuicao de Fermi-Dirac

Para determinar as propriedades termodinamicas de um gas de elétrons
livres consideramos que essas particulas estejam confinadas numa regiao de
volume V' a temperatura 7' em contato com um reservatério de particulas
que fixa o potencial quimico p dos elétrons. Tendo em vista que os elétrons
s@o férmions o nimero de ocupagao médio (ns) de um orbital s é dado pela
distribuicao de Fermi-Dirac

1

(ns) = eBleam) 1 1 = f(es), (6.9)

em que €5 é a energia do orbital s. O grande potencial termodinamico
®(T,V, ) é dado por

®=—kpT» In(1+ f(es)). (6.10)
S
A energia U e o nimero médio de elétrons N sdo dados, respectivamente
por
U=> e.f(e) (6.11)
S
e

N=>"f(e). (6.12)
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€

Figura 6.1: Distribuicdo de Fermi-Dirac f como funcao da energia €, que é a
ocupacao média de um orbital fermionico com energia €. A linha continua repre-
senta a distribuicao correspondente a uma temperatura finita e a linha tracejada,
a temperatura nula. Quando e = p, f =1/2.

O grande potencial termodinamico @, a energia U e o nimero médio de
elétrons podem ser obtidos por meio de

& = kT /oo In(1 — f(e))D(e)de, (6.13)
0
U= /OO ef(e)D(e)de (6.14)
0
N = /O  He)D(e)de (6.15)

em que f(e¢) é a distribuicao de Fermi-Dirac, dada por (6.9). Integrando
por partes, a integral (6.13) se transforma em

/ f(e (6.16)

Usando a relagao N(e) = (2/3)eD(e) entre o ntimero e a densidade de
orbitais, alcangamos o resultado

2 [ 2
o =—- ef(e)D(e)de = —ZU. (6.17)
3 Jo 3
Tendo em vista que ® = —pV, concluimos que que a pressao eletronica se

relaciona com U por meio de

pvV = %U. (6.18)
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Gas de elétrons a temperatura nula

A temperatura zero, a funcéo de Fermi vale

1, e < W,
fe) =4 12, e=p, (6.19)
0, € > W,

que equivale a dizer que os orbitais com energia menores do que p estao
ocupados e equeles com energia maiores do que p estao vazios. Substituindo
esse resultado em (6.15), vemos que o numero de elétrons N é dado por

N = /0 D(e)de. = N (1), (6.20)

e portanto igual ao ntimero de orbitais menores do que p. Utilizando a
expressao (6.7) para N (g), obtemos

Vo o/2m\?

A energia U é obtida substituindo (6.19) em (6.14),

o
U= / eD(e)de. (6.22)
0
Utilizando (6.8) e efetuando a integral,
vV o2m\*? 5/9

Um papel relevante na presente teoria é representado pela energia de
Fermi e, definida de tal forma que todos os orbitais com energias menores
do que e estdo ocupados. A energia de Fermi coincide portanto com o
potencial quimico a temperatura zero e é dado implicitamente por

Vv 2m 3/2 3/2

ou explicitamente por

2 2/3
ep = - <3w2N> : (6.25)
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e depende apenas do numero de elétrons por unidade de volume N/V. A
temperatura de Fermi Tr é definida por Tp = ep/kp.

A razao entre U, dada por (6.23), e N, dada por (6.21), fornece o
resultado U/N = (3/5)u ou, tendo em vista que o potencial quimico se
identifica com a energia de Fermi,

— =Zep (6.26)

A temperatura zero, a energia média por elétron é igual a trés quintos da
energia de Fermi.
Resumindo, a temperatura zero, o potencial quimico, a energia e a
pressao de um gas de elétrons livres, como fungoes de N e V', sao dados por
3 2
n=Er, UngEF, pV:gNEF. (6.27)
O dltimo resultado foi obtido usando pV = (2/3)U e nos revela que a
pressao de um gas de elétrons livres a temperatura zero é nao nula.

Expansao de Sommerfeld

Para determinar as propriedades termodinamicas tais como a energia e o
ntimero médio de particulas, dadas pelas expressoes (6.14) e (6.15), devemos
efetuar integrais do tipo

I(T) = /Ooo 9(e) f(e)de = /OOO eﬁ(ag_(;)ﬂds, (6.28)

em que g(¢) nao depende de T nem de u. Para baixas temperaturas dese-
jamos mostrar a seguinte expansao assintotica

H 2
1) = [ gle)de + 5o () kat (629
0
denominada expansao de Sommerfeld, valida até termos quadraticos em

kT/ .

Inicialmente vemos que

7(0) = /O " (e)de, (6.30)
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0

0 u €

Figura 6.2: Integrando g(¢)f(e) da integral (6.28) versus €. A linha continua
representa gf a uma temperatura finita e a linha tracejada, & temperatura nula.

que subtraido de (6.28) resulta numa expressao que pode ser escrita como

Z(T) — Z(0) :/M g(i)ﬂdw/:o eﬂ(g_(g)ds—/oug(e)ds, (6.31)

0 eBle—p e—p) 4+ 1
ou
I(T) — Z(0) = Ip — T, (6.32)
em que
[ g(e)
Iy = /H e, (6.33)

que é igual a a drea da regiao A da figura 6.2, e

_ " *ogle) Y A C)

que ¢é igual & area da regiao B da figura 6.2. Vale notar que as dreas das
regides A e B nao sao iguais. A area de A ¢é ligeiramente maior do que a
area de B.

Em seguida efetuamos as seguintes mudancas de varidveis. Na integral
Za fazemos a mudanga £ = (e — p), de modo que € = u + kpT&, para
obter

* gle) /°° g(p + kpTs)
Ia = — - —de = kT ——— >~ d¢. 6.35
A /u Bl +1° "B 0 et +1 ; (6.35)
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Na integral Zp fazemos a mudanca ¢ = —f(¢ — u), de modo que ¢ =
u— kpT€&, para obter
I Bu
9(€) 9(p — kpT¥)
Iy = ——— —de = kgT —— 22 d¢. .
B /0 1+ e Ble—n) c B /0 14 e $ (6.36)

Como estamos interessados numa expansao de baixas temperaturas
podemos estender o limite superior da integral Zg até o infinito e assim
obter a seguinte expressdo para a diferenca entre as dreas das regioes A e
B

)

Tn - Tn — knT /°° 9(u+kpT€) — g(p — kpTE) dc. (6.37)

0 65 =+ 1
A expressao no numerador pode ser expandida em série de poténcias de &.
A expansdo até termos lineares em & vale

g(p+kTE) — g(p+ ksTE) = 29/ (n)kBTE, (6.38)

que nos leva ao seguinte resultado
o] 6 2

de ==

Co ) (keTR(639)

Ia — I =29 (n)(kBT)? /
em que levamos em conta que a integral vale 72/12. Como Z(T) — Z(0) =
Ia — I, obtemos finalmente

2

I(T) = Z(0) + g/ () (k5T ), (6.40)

que é equivalente & expressao desejada (6.29) tendo em vista o resultado
(6.30) para Z(0).

Capacidade térmica eletronica

Em seguida determinamos a capacidade térmica de um gas de elétrons livres
no regime de baixas temperaturas, isto é, a temperaturas muito menores do
que a temperatura de Fermi. Nesse regime o gas de elétrons é denominado
gas de elétrons degenerados. Para obter as expansoes assintéticas de (6.14)
e (6.15), validas para baixas temperaturas, usamos a expansao de Sommer-
feld (6.29). Para a expansao assintética de U utilizamos g(¢) = €D(e) para

obter 32 )
— 14+ — | == A1
U=¢3 < h2> I { 5 7 (6.41)
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e para a expansao assintética de N utilizamos g(e) = D(e) para obter

V 2m 3/2 3 72 (kT \?
/2 B
=33 (2 ) o 1+ 3 <) , (6.42)

validas para kT << p.

Experimentalmente as propriedades termodindmicas sao medidas a par-
tir de uma amostra de sdlido que obviamente possui um ntiimero de elétrons
que é mantido inalterado. Para obter as grandezas termodinamicas como
fungoes de N, em particular a capacidade térmica C, eliminamos o poten-
cial quimico das expressoes obtidas acima para obter U como funcao de T,
V e N. Com essa finalidade comegamos por obter u como fungao de T, V/
e N. A partir de (6.42) e usando o resultado (6.24), obtemos

—ep{l+ § <k3f) 1723, (6.43)

Como estamos interessados em obter expressoes que sejam validas a baixas
temperaturas, aproximamos u no lado direito por er. Em seguida levamos
em conta que (14z)~2/3 = 1—21/3 para 2 << 1 para alcancar o resultado

2 2
p=erlt - T (é) 3 (6.44)

que € a expressao de p como funcao de V e N. Lembrar que tanto ep
quanto Tr sdo funcoes de V e N. Dessa expressao vemos que o pontencial
quimico diminui com a temperatura a N e V' constantes.

Em seguida, dividimos membro a membro as equagbes (6.41) e (6.42)
para obter

U 572 (kpT\? 7 (ksT\?|

— = 1+ — | — 1+ —(— . 6.45

N”{+8<u>}{+8<u)} (6.45)
Nessa equacao, substituimos o potencial quimico que esta fora dos parénteses

pela expressao dada por (6.44) e aqueles que estdo entre parénteses por
er = kpTF. Esse procedimento resulta na expressao

Uerpn- T;(T)z}{ 157 (% )}{ 143 ( F) 1. (6.46)
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Levando em conta que (1+x)~! = 1—z para x << 1, e efetuando o produto
dos termos entre parénteses, obtemos até ordem (7/Tx)? a seguinte férmula

3 572 /T \?2
= INep{l+ 22 [ — 4
U= er{l + 5 (TF> b (6.47)

que ¢é a expressao desejada para U. Vale a pena notar que a pressao dos
elétrons é dada por pV = 2U/3, isto é,

2
oV = Zepfi g O (i) 1. (6.48)

Para determinar a capacidade térmica C, basta efetuar a derivada C, =

(0U/0T )y, n. Derivando U relativamente a temperatura,
2
T T
Cy,=—Nkp—. 6.49

Esse resultado nos diz que a capacidade térmica de elétrons livres degen-
erados possui comportamento linear com a temperatura. A medida da
capacidade térmica eletronica nos permite obter a temperatura de Fermi.

Calor especifico de metais

A capacidade térmica de metais inclui ndo apenas a capacidade térmica
eletronica mas também a capacidade témica da rede cristalina. Estamos
supondo que as contribuicbes para a capacidade térmica devidas as in-
teragoes entre elétrons e fonons sejam despreziveis. Somando a capacidade
térmica eletronica, dada por (6.49), com a capacidade térmica da rede, cal-
culado de acordo com o modelo de Debye, vista no capitulo 4, obtemos o
seguinte resultado para o calor especifico ¢, de metais a baixas temperat-
uras

co =T + aT3, (6.50)
em que
127 kg
= = 6.51
¢ 2
m° kg
== 52
V=i (6.52)
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sendo z é o numero de elétrons livres por atomo. O calor especifico é
definido como a capacidade térmica a volume constante dividido pelo niimero
de atomos.

Um gréfico dos dados experimentais de ¢,/T como funcio de T? deve
ser linear. O coeficiente linear determina « e a intersec¢ao com a ordenada
determina . O resultados experimentais para 7y, que denotamos por v*,
diferem de v dado por (6.52), embora sejam da mesma ordem de grandeza.
Como a temperatura de Fermi é inversamente proporcional & massa m
do elétron, o coeficiente v é proporcional a m. A discrepancia pode ser
explicada admitindo que os elétrons de conducao possuem massa efetiva
m™*, que pode ser distinta de m e definida por

m* = Lm. (6.53)

Experimentalmente v* desvia-se de v devido a vérios fatores que nao
foram levados em consideracao na teoria de elétrons livres: (a) a interacao
com o potencial periédico dos fons, (b) interacao elétron-eletron, (c) in-
teracao elétron-fonon.

Exercicios

1. A relag@o de dispersao de um gés de elétrons livres ultra-relativiticos é

dada por
ep = chy/kZ + k2 4 k2.

Determine o ntimero e a densidade de orbitais. Mostre que a pressao p se

relaciona com a energia U por meio de pV = U/3. Determine a energia

U no regime de elétrons livres degenerados e mostre que a a capacidade

térmica vale
T

Cy, =7m’Nkp—.

v B TF

2. Mostre que o potencial quimido de um gés de elétrons livres degenerados
é dado por

™ 2 D/(E F)

M6 Dler)

(kpT)>.

A partir dessa expressao obtenha o resultado (6.44).
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3. Use a identidade termodinamica

() —(2) - (%) @en,
oT ) N or), op ) (ON/Op)r

para mostrar que a capacidade térmica a volume constante ), de um gés
de elétrons livres degenerados vale

7T2
C, = ED(ep)k%T.

A partir dessa expressao obtenha o resultado (6.49).

4. Determine a compressibilidade isotérmica kp = —(1/V)(0V/dp)r e o
coeficiente de expansao térmica o = (1/V)(0V/9T), de um gés de elétrons
livres degenerados. A partir desses resultados ache a capacidade térmica a
pressao constante C), = C, +T Va?/kr e determine a razio Cp/Cy.

5. Determine a energia livre de Helholtz F' de um géas de elétrons degener-
ados. A partir dela ache a entropia S = —90F/0T.

6. Mostre que para um gas de elétrons livres a razao S/N entre a entropia
e o numero de elétrons s6 depende da razao p/T entre o potencial quimico
e a temperatura. A partir desse resultado mostre que pV>/3 é constante ao
longo de uma adiabética.
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