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1 Objetivo :

Integracdo numeérica de sistemas de equagoes diferenciais ordinérias.

Problema fisico:O Modelo de Hodgkin e Huxley: Modelo de circuito equi-
valente de axénio do neurénio gigante da lula.

referéncias: Kandel, Schwartz and Jessel , Principles of Neural Science
(1991), The Book of Genesis , J. Bower e D. Beeman (1997 Telos, 2nd ed.
), Biophysics of Computation C. Koch, (1999 Oxford University Press) para
a parte de eletroneurofisiologia

de Vries, Koonin para a parte de integragdo numérica

2 O Modelo de Hodgkin e Huxley muito simplifi-
cado

2.1 Descrigcao do Modelo HH

Uma célula excitavel, e.g. um neurdnio, tem uma membrana dielétrica que
separa meios condutores - solugoes ionicas. Se a superficie da membrana for
dividida em pequenas regides, cada uma poderd ser descrita por uma circuito
equivalente que leva em conta a capacitancia Cy, e a existéncia de canais que
permitem a conducdo (seletiva de ions) através da membrana. O modelo
descrito a seguir é apropriado para uma grande variedade de casos, mas
especificamente representa as propriedades da membrana do ax6nio gigante
da lula estudada exaustivamente por Hodgkin, Huxley (HH)e outros por um
longo periodo que culminou com uma série de publicacoes em 1952 onde foi
apresentado o modelo de HH. A maior parte dos modelos matematicos de
neurdnios deriva deste modelo, embora outras técnicas -além de equagoes
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Figura 1: Circuito equivalente de Hodgkin-Huxley

diferenciais (automatas celulares e mapas acoplados) também tenham sido
usadas. A equacgao basica de HH descreve que a soma das correntes entrando
em uma regido da célula deve ser nula (Kirchoff: o que entra deve sair)

av Vim = Vi Vem =V,
Cmd—fzz[(Ek—Vm)GkH d moyZem Moy L (1)
k
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onde V,, é o potencial de membrana no regidao m, e os indices d e e indicam
acoplamentos com regioes do axénio a direita e & esquerda respectivamente.
Para simplificar assumiremos que o neur6énio tem somente um compartimento
(Vermn—Vim = Vam—Vm = 0)) , ou seja o pedaco de membrana que descrevemos
é 0 axoOnio inteiro: V,,, =V, e

0% = (B~ V) Gl + L (2)
k

Os indices k tomam valores K, potassio, Na, sédio e CI, cloro. A resis-
téncia efetiva da membrana para ions de cloro R; = Gall , serd considerada
constante. Por outro lado os canais de potéssio e s6dio abrem e fecham, de
modo que as condutincias G destes canais dependem da voltagem V, e do
tempo. O principal ingrediente colocado por HH esta na escolha da dindmica



de abertura e fechamento, com consequentes mudangas na condutincia dos
canais. A condutancia para um dado ion depende da acdo de um nimero
muito grande de canais. HH escolheram um modelo probabilistico onde o
canal tem diferentes portoes 7. Chamaremos de forma genérica p; & proba-
bilidade que portoes do tipo % estejam no estado permissivo que ndo impede
a passagem do ion especifico, e (1 — p;) no estado ndo-permissivo, ou que a
impede. A influéncia da agdo conjunta dos portoes que formam os canais,
na conduténcia, € modelada por

Gr (V, t) = g1l p;

Os canais de s6dio e potassio tem a caracteristica que as transicoes entre os
estados permissivos e ndo-permissivos sao controladas pelo potencial através
da membrana. Estes canais sao ditos voltage-gated , (de portdo controlado
por voltagem). H4 outros tipos de canais com portdes controlados por men-
sageiros quimicos. A equagdo mestra

B — (V) (1)~ 6 (V)
descreve a dindmica dos portdes que determinam a conduténcia.

Os parametros mais importantes do modelo séo as fungoes «; (V) e 8; (V)
, interpretadas como a taxa de abertura de portoes fechados (a; (V)) e a
taxa de fechamento de portoes abertos (f; (V')) do portéao do tipo i. Estas
fungoes dependem dos detalhes das moléculas de proteinas que formam o
canal e dentro do model ode HH s3o determinadas experimentalmente. Por
exemplo, se o potencial é fixo (artificialmente) num dado valor V' (clamp)
a equacao acima tem uma solucdo analitica que permite determinar o seu
valor assintético

] _ _ a; (V)
Pist—oo (V) =P = —ai (V) iy (V)
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Medindo a conduténcia para diferentes valores de V', H-H determinaram
a forma funcional de a e B para os diferentes portdoes. Mas antes disso foi
necessario determinar quantos portoes seriam necesséarios. De que tipo? este
tipo de pergunta também foi respondida por H-H experimentalmente.Apds

t t

T =Poo T+ (po _poo) e



uma série brilhante de experiéncias (ver Kandel, Schwartz and Jessel , Prin-
ciples of Neural Science (1991), The Book of Genesis , J. Bower e D. Beeman
Telos (1997, 2nd ed. )) perceberam que a modelagem de canais de potéssio
precisava 4 portoes iguais (que chamaram do tipo-n) e para os canais de
sodio, também eram necessarios 4 portoes , mas de dois tipos (tipo -m e
tipo -h). Veja, para avangos recentes, o artigo Y. Jiang et al Nature 423, 33
(2003) descrevendo resultados obtidos (50 anos depois) usando técnicas de
cristalografia de raios X. L4 se encontram representacoes tridimensionais do
canal de potéssio mostrando a estrutura de 4 portoes. Usando a notacao de
HH, m,n e h em lugar de p;, as conduténcias podem ser escritas como:

Gna = gNalliDi = gNaD2,Ph = gNam>h

Gk = gxILipi = gxpn = grn*

onde os g sdo constantes (dimensdes de ohm™!), portanto a corrente iénica
seréd

Lion = gNamgh (ENa - Vm) + gK7’L4 (EK - Vm) + gL (El - Vm)
Assim as equagdes que devem ser integradas sao :

dm

o = am(V) (1 =m) = fn(V)m (3)
% = an(V)(A =) =B (V)h (4)
o = V) —n) =B (V)n (5)

para as conduténcias e para a voltagem

dVp,
— =G (B = V) + Y, [(Er—Vin) Gi] + Lea

Cm
dt k=K,Na

a corrente externa I, serd usada como pardmetro de controle do experi-
mental. O nosso objetivo é estudar a natureza das solucées como funcio
deste parametro.

Note que estas equacgoes podem ser escritas como

y=A-By

e portanto o método de Euler exponencial pode ser usado para integra-las



2.2 As taxas de transicao como funcao do pontencial

Uma escolha possivel das fun¢des « e 3,obtida por HH experimentalmente é

an (V) =alphan=.01*(10.-v)/(exp(1.-0.1%v))-1.)
Brn(V) =betan=.125*exp(-.0125%v)
o, (V) =alpham=.1%(25-v)/(exp(.1x(25.-v))-1.)
(V) =betam=4%exp(-.05555%v)

a, (V) =alphah=.07*exp(-.05%v)

Br(V) =betah=1./(exp(3.-.1*v)+1.)

Os valores dos parametros que podem ser tuteis:

Ej : para potassio Ex = —12(mV), para sédio En, = 115, cloro E¢g; =
—10.6

gk =36 ,9na = 120,901 = 0.3

C = 1-capacitancia

corrente externa entre 0 e 30 (uA)

=

2.3 Meétodo de Euler exponencial

Para este tipo de equagoes diferenciais ha um método que da bons resultados
e é muito simples e barato computacionalmente.
Equacoes do tipo y = A— By , para A e B constantes, tem como solucao

y(t2) =y(t1)D + A1 - D)/B

onde D = exp(—B(ta —t1)). Se a diferenca t9 —t1 for pequena podemos usar
a formula acima mesmo que os coeficientes A e B sejam fungoes do tempo.

y(t+ At) =y(t)D + A(1 — D)/B

para D = exp(—BAt).

2.4 Roteiro (6 pontos)

Faca programa (e apresente os codigos) para integrar as equacoes de HH (1)
usando o método de RK de quarta ordem e (2) o de Euler exponencial
Variando acorrente externa de 0 a 30 A (com passos de 5uA) apresente
graficos G; para a evolugao temporal do sistema. (O passo de integragdo At
entre 0.01 e 0.025 ms, com tempo total de integragdo de 100 a 1000 ms )



G1) das fungoes « e 8 e os tempos caracteristicos 7 para os 3 tipos
de portao como funcao de V. Porque o portao h é dito de inativagao?
Qual é o portao que reage mais rapidamente a mudangas de potencial?

e (39) da diferenca de potencial V através da membrana e de n, m e h,
e (33) das correntes nos canais de s6dio e de potéssio,

e (G4) das conduténcias dos canais de so6dio e de potéssio,

3 Equacgoes de Fitzhugh-Nagumo (4 pontos)

Um conjunto de equacgoes diferenciais mais simples que o de HH foi proposto
por Fitzhugh (61) e por Nagumo et al (62). A voltagem através da membrana
é v e w descreve (mas nao é) a condutividade din&mica de um s6 tipo de
canal iénico.

dv
Y e pw—a)(1—v) —w 1T
e viv—a)(l—v)—w+
dw
o e v—pw—5b
prial i L

Uma boa escolha para os parametros é

e = .005,a = .5,(unidades de decimos de volt) b = .15,p = 1.0, 1 = .04pA
até .2uA

Faga uma rotina de integracao de Runge Kutta de quarta ordem e integre
este sistema de equacgdes. Apresente

e grificos da evolugao temporal de de v e w para valores de I = .04uA
até .2 A. Encontre valores interessantes de I....

4 Estude a estrutura das solugoes. (Pontos extras)

(Nao vi este tipo de resultado publicado e voce pode brincar com os integra-
dores que acabou de construir.)

Nos dois casos (HH e FN) voces vdo encontrar que existe um valor de
Iepi— tal que se Ieyy > Igzi— haverd uma sequéncia infinita de pulsos (spi-
kes). Para correntes pequenas ndo ha spikes. Aumentando a corrente che-
gamos a um valor I; onde os sistema da um spike e volta ao equilibrio.



aumentando um pouco mais encontramos Is, I3....I, onde o sistema da 2,
3,...n, spikes e volta ao equilibrio. E interessante notar que

|Iezt—c - In' =Cn*®

Voce pode encontrar os valores I, onde os sistema muda de comportamento
e fazendo um grafico log-log determinar o expoente z que descreve a taxa
de acumulag@o. ( o valor que eu encontrei para o expoente no caso de HH é
z =~ 2.3)



