Capitulo 8

Ferromagnetismo

1 Introducao

As substancias ferromagnéticas sao caracterizadas por possuirem uma mag-
netizagao (espontanea) que pode persistir mesmo na auséncia de um campo
magnético. Esse comportamento é bem diferente daquilo que ocorre numa
substancia paramagnética em que a magnetizadcao s6 aparece quando se
aplica um campo magnético. Na substancias paramagnéticas, a magnetizacao
desaparece quando o campo se anula como se vé na figura abaixo.

Se uma substancia ferromagnética for aquecida a temperaturas suficien-
temente altas ela perdera a magnetizacao espontanea e se comportara como
uma substancia paramagnética. Ou seja, ocorre uma transicao da fase fer-
romgnética para a fase paramagnética. Na figura abaixo mostramos a mag-
netizacado M como funcao do campo H para varias temperaturas. Para
temperaturas baixas, M — M* # 0 quando H — 0. Para temperaturas
altas, M — 0 quando H — 0. Na figura seguinte mostramos como a mag-
netizagao se comporta em funcao da temperatura. Existe uma temperatura
critica T, abaixo da qual a substancia é ferrmomagnética e acima da qual ela
¢é paramagnética.

2 Modelo de Ising

A teoria microscopica que explica a origem do ferromagnetismo é muito com-
plicada envolvendo conceitos quanticos fora dos propdsitios desse curso. Va-



mos aqui simplesmente nos fixar na origem do comportamento coletivo dos
atomos magnéticos que acarretam no ordenamento ferromagnético. Para isso
utilizamos um modelo muito simples introduzido por Lenz e Ising em 1925 e
conhecido como modelo de Ising.

Considere uma rede cristalina formada por N dtomos magnéticos. Cada
atomo possui um momento de dipolo magnético que por simplicidade toma
somente dois valores: +pu, ou —pu. Se associarmos ao atomo i a variavel de
spin 0; que toma os valores +1 (spin para cima) e —1 (spin para baixo), entao
o momento de dipolo magnético do atomo i serd igual a po;. Assim, o estado
microscépico total do sistema sera descrito pelo vetor o = (01,09, ..., oN).

Em seguida consideramos a energia de interacao entre atomos. Vamos
supor que haja interacao somente entre atomos vizinhos. Suponha que i e j
sejam dois atomo vizinhos. Adotaremos entao a seguinte energia de interagao
entre eles

- JUiO'j (1)

onde J > 0, ou seja, se os momentos magnéticos forem paralelos (os dois
com spins para cima ou os dois com spins para baixo) a energia serd —.J,
se forem antiparalelos (um com spin para cima e o outro com spin para
baixo) a energia serd +.J. Essa interagao favorece o alinhamento paralelo dos
momentos de dipolo.

A energia total de um determinado estado microscépico serd entao

E(o) =—=J) oo (2)
(i5)
onde a soma se estende sobre todos os pares de atomos vizinhos da rede. A
funcao de particao sera pois

Z= > > .. > exp{-BE(0)} (3)

o1==%1o09=%1 on==%1

onde 3 = 1/kT.

3 Modelo unidimensional

Vamos inicialmente estudar o modelo de Ising para o caso unidimensional.
Considere uma cadeia de N atomos numerados de 1 a N. Temos

E(o) = —J(0109 + 0903 + 0304 + ... + On_10N) (4)



onde a soma se estende sobre todos os pares de atomos vizinhos da rede. A
funcao de particao sera pois

Z = Z Z Z Z eﬁJ(O’l0'2+0'20'3+0'30'4+..‘+0'N71a'N) (5>

o1=*x1o02=%1 onN_1=*1lon==%1

que pode ser escrita como

Z = Z Z Z 6/8‘](010'2+...+<7N—20'N71) Z eﬁJUN—NN (6)

o1=x109=%1 ony_1==%x1 on==x1
Agora
Z ePlon—1on — Blon-1 4 o=Blon-1 — 9 cosh BJon_4 (7)
on=%1

Vemos agora que o resultado é independente de oy_; pois essa variavel toma
os valores £1 e a funcao cosseno hiperbdlico é par. Dessa forma

Z=2coshBJ > > .. > B (@102+ +oN 20N 1) (8)

o1=*x109=%1 on_1=%1

Repetindo esse procedimento varias vezes obtemos

Z = (2coshB)N"" > 1 (9)
o1==*1
e portanto
7 =2(2cosh BJ)N 7! (10)
Logo
InZ = (N—1)In(2cosh 8J) + In2 (11)

ou, retendo apenas os termos proporcionais a NN,
InZ = NIn(2cosh 5J) (12)

Dai obtemos a energia interna

B
U=——InZ=-—
551" NJ tanh 3.J (13)



e a capacidade térmica

ou J\? J\?
C = T N <kT) (sechﬂ) (14)

Abaixo mostramos o grafico C' como funcao da temperatura. Para T > 0,
nao existe nenhuma singularidade em C' Isto significa que nao ha nenhuma
transicao de fase! A conclusao é que o modelo proposto para explicar o ferro-
magnetismo nao fornece o que se deseja. Entranto, essa conclusao so é valida
para o modelo unidimensional. Se consideramos o modelo em duas ou trés
dimensoes é possivel demonstrar que a baixas temperaturas havera um orde-
namento ferromagnético e a altas temperaturas o sistema serd desordenado
(paramagnético).

4 Matriz de transferéncia

Nesta secao usamos o método da matriz de transferéncia para determinar
a funcao de particao do modelo unidimensional. Esse método é importante
pois pode ser utilizado para modelo de mais estados e para outros problemas.
Vamos considerar o modelo de Ising na presenca de um campo externo cuja
energia é dada por

E(o) = —J(o109 + 0903+ ... + ono1) — H(0y + ... + 0N (15)

A funcao de particao sera pois

Z= Y Y %

o1=*%102=%1 on==*1

ePJ (010240203 +.. +oNo1)+BH (01 02+ +oN) (16)
Definindo a matriz T' cujos elementos T'(0’, o) sao dados por

T(O'I,O') — 65J0’0'+,@H(0’+0)/2 (17>

oPIHBH =BT
T=\ 81 prs0 (18)

ou seja



entao podemos escrever

Z=> Y .. > T(o1,02)T(02,03)..T(on,01) (19)

o1=1109o==+1 on==%1

ou ainda

Z =Tr(TV) (20)

Esse resultado diz que o cédlculo da funcao de particao se reduz a determinacao
do trago da N-ésima poténcia da matriz 7.
Em seguida usamos o teorema

Tr(TN) = AV + \Y (21)
onde \; and Ay sao os autovalores de 1" para obter
Z =\ +\Y (22)
Suponha que \; seja o maior autovalor e defina r = A\y/A;. Entao
Z = V4N =21+ (23)

de modo que
InZ = NInA + In(1 +rY) (24)

Para N >> 1 a segunda parcela se torna desprezivel comparada com a
primeira de modo que podemos escrever

InZ=NIn\ (25)

Esse resultado é importante pois reduz o problema de determinar Z ao céalculo
do maior autovalor da matriz 7'

Em seguida determinamos o maior autovalor de T. A equacgao carac-
teristica para os autovalores é dada por

eBIHBH _ N =B
( 87 pi-pHy | =0 (26)
ou seja
)\2 o (eﬂJ+ﬁH + eﬁJ—ﬁH))\ + €2ﬁJ . 6—25] -0 (27)



de onde obtemos

1
A\ = 5{(eﬁj+ﬁH 4 eBIBHY | \/(6,8J+5H — eBI-BH)2 | fe—257)}) (28)

ou ainda

M\ = %/ cosh BH + \/623J(sinh BH)? 4 e=287 (29)

Quando H = 0 vemos A\; = 2cos(3J e encontramos o resultado obtido na
secao anterior para Z.
A magnetizacao é obtida através de

or 0
Fzaendo a derivada encontramos
eB’ sinh BH

\/625J(Sinh BH)? + e287

M=N (31)

Portanto a magnetizacao se anula quanto H — 0 e o sistema nao apresenta
magnetizacao espontanea.

Para campos pequenos o comportamento da magnetizagao é linear com
o campo e é dado por

M = Ne* pH (32)
A susceptibilidade x = OM/OH a campo nulo é pois
N
Y= Ne?¥ g = ﬁeZ]/kT (33)

5 Aproximacao de campo médio

A aproximacgao de campo médio consiste em imaginar que cada momento
de dipolo magnético estard sujeito a um campo efetivo H.y que serd igual a
soma do campo externo H e um campo médio H,, devido aos dipolos vizinhos
dado por

H,, = Jzm (34)

onde z é o nimero de vizinhos e m =< g; > é a magnetizacao média de um
atomo. A magnetizacao de um sitio sujeito a um campo H.y ¢ dada por

m = tanh SH.y (35)
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Como H.y = H 4 Jzm, entao
m = tanh G(H + Jzm) (36)

que é uma equagao implicita em m. A solucao m(T, H) dard a magnetizagao
m como funcao de T e H.

Vamos resolver a equacao acima para o casoem que H vai z zero. Nesse
caso temos a seguinte equacao

m = tanh 5Jzm (37)

Uma solucgao trivial € m = 0. Entretanto, podem existir outras solugoes.
Definindo a variavel x = GJm temos

kT

—ux = tanhx 38

7 (38)
Colocando num gréafico ambos os membros da equagao como funcgoes de x,
vemos que as solugoes da equacao acima sao dadas pelo ponto de interseccao
entre a reta kTx/Jz e a tangente hiperbdlica. Além da origem a reta cruza
a tangente hiperbdlica em outros dois pontos caso a inclinacao da reta seja
inferior a inclinacao da tangente hiperbdlica na origem, ou seja caso

kT
— <1 39
7 (39)
Definindo a temperatura critica T, por
kT,
=1 40
T, (40)

vemos que haverd magnetizacao espontanea quando T’ < T, . Quando T > T
s6 havera a solucao m = 0 e o sistema serd paramagnético.

Para obter o comportamento de m préximo ao ponto critico expandimos
o lado direito da equacao até termos de ordem m? pois m é pequeno ao redor
de T.. Assim

m = [BJzm — ;(ﬁJz)ng (41)

Eliminando a solucao m = 0 e tendo em vista que T ~ T, isto é, que

(Jz =~ 1, obtemos
T
2=3(1 - — 42
m? = 3(1 - ) (42)



Logo

m =3 (1 - £)1/2 (43)

Invertendo a equacao (36) obtemos
KT 1+4+m

H=—1In
2 1—m

—Jzm (44)

de onde podemos obter o inverso da susceptibilidade x~! = 0H/OM dado

por

kT T
-1
=1 Jz = k] T (45)

X 1 —m?
Para T' > T, temos m # 0 e entao x~

V= kT — Jz ou seja

1 1
kT —Jz k(T —T,)

X (46)

que ¢ a lei de Curie. Para T < T,, substituimos a expressao (42) para m? em
(45) para obter o comportamento de x logo abaixo de T, que é dado por

1

(T, =) (47)

X:

Vemos pois que a susceptibilidade diverge no ponto critico da mesma forma
isto ¢ de forma proporcional a (T — T,)~ 1.



Exercicios - 8

1) Determine a fungao de partigdo para o caso de um modelo unidimen-
sional em que cada sitio existte uma variavel de spin o; que toma trés valores
—1, 0 e +1. A energia de interacao entre dois sitios vizinhos é dada por

—ed(04,05), onde € > 0. Isto é, a energia é —e quando ambos os sitios estao
no mesmo estado e zero em caso contrario.



